
志存高远 追求卓越

答案第 1页，共 12页 ��� + 1 = 0

参考答案

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 A D D D A B C C

题号 9 10 11

答案 CD ABD BCD

1．A

【分析】求出函数 ( )f x 的导数，进而求出 (1)f  ，再代入计算作答.

【详解】对函数 ( ) ln (1)f x x xf   求导得，
1( ) (1)f x f
x

   ，当 1x  时， (1) 1 (1)f f    ，

解得
1(1)
2

f   ，则
1( ) ln
2

f x x x  ，

所以 (2) ln 2 1f   .

故选：A

2．D

【分析】求出在点 (0, (0))f 处的导数即为切线的斜率，直接写出切线方程即可.

【详解】因为 ( ) e 3sinxf x x x  ，所以 (0) 0f  ， ( ) e e 3cosx xf x x x    ，

所以切线的斜率 (0) 1 3 4k f     ，

所以曲线 ( )y f x 在点 (0, (0))f 处的切线方程为 4y x ，

故选：D.

3．D

【分析】根据导函数图像，求得函数单调性，结合极值点定义，即可判断 ABC选项，根据

导数的定义和几何意义即判断 D选项，从而得出答案.

【详解】由图像知，当 3x   或 3x  时，   0f x  ，  f x 单调递增，

当 3 3x   时，   0f x  ，  f x 单调递减，

所以  f x 在区间  , 3  ，  3, 内单调递增，在区间  3,3 内单调递减，

3 是  f x 的极大值点，3是  f x 的极小值点，故 ABC错误；

又因为  2 0f   ，所以曲线  y f x 在 2x  处切线斜率小于零，故 D正确.

故选：D.
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4．A

【分析】首先对 ( )f x 求导，再利用奇偶性排除 B、D，然后通过取特殊值排除 C即可.

【详解】因为
2 2 co1 1( ) si

4
sn

4 2
f x x x x x     

 
，则

1( ) sin
2

f x x x   ，

又因为
1( ) sin ( )
2

f x x f x       ，所以 ( )f x 为奇函数，由此可排除 B、D；

π π( ) 1 0
2 4

f     ，说明 ( )f x 的图像在  0 ， 区间上函数值存在负数，由此 C不满足，故 A

正确.

故选：A

5．A

【分析】利用幂函数、指数函数、对数函数的性质计算大小即可.

【详解】因为1 2m n   ，所以 , , logx x
ny n y m y x   在  0,  上均单调递增，

所以
1 11, 1, log log 1m n

n na n n b m m c m n         ，即 ,a c b c  ，

对于 ,a b，构造函数     2

ln 1 lnx xf x f x
x x


  ，

易知 e 0x  时，   0f x  ，即此时函数单调递增，则     ln lnm nf m f n
m n

   ，

所以 ln ln ln lnn mn m m n m n   ，

因为 lny x 在  0,  上单调递增，所以 n mm n ，

综上 a b c  .

故选：A

6．B

【分析】求导可得函数的单调性，进而分类讨论求解,构造函数 ( ) 2 lnh x x x x  ，由单调性即

可求解.

【详解】因为 ( ) e xf x x ，所以   ( 1)exf x x   ，

当 1x   时， ( ) 0f x  ；当 1x   时， ( ) 0f x  ，

所以 ( )f x 在 ( , 1)  上单调递减，在 ( 1, )  上单调递增．

由  2ln 1mf x f
x

   
 

，得
22 lnln e xx  

1
1 e

m
xm

x
   

 
，

所以不等式 132 ( )e 0ln
m
xx x m x


  ①在 e, 上有解．

当 0m  时，不等式①显然无解；
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当 0m  时， 1 1m
x
   ， 2ln 2 ln 2 1x x    ，

所以由  2ln 1mf x f
x

   
 

，得
2ln 1mx

x
  ，即 2 lnm x x x  在  e, 上有解．

令 ( ) 2 lnh x x x x  ， ex ，则 ( ) 3 2 ln 0h x x    ，所以 ( )h x 在 e, 上为增函数，

所以 min( ) (e)= =3e2e×lne+eh x h ，所以 3em  ．

故选:B．

7【详解】对函数求导可得 2

ln 1( )
(ln )
xf x
x
  ，令 ( ) 0f x  ，解得 ex ，令 ( ) 0f x  ，解得0 ex  ，

又 ln 0x  时， 1x  ，

所以 ( )f x 的递增区间为 (e, ) ，递减区间为(0,1)和 (1,e)，

作出图象如图所示：

当 0a  时，由 2[ ( )] ( ) 0f x af x  ，可得 ( ) 0a f x  ，

由图象可知，不存在整数点满足条件，

当 0a  时，由 2[ ( )] ( ) 0f x af x  ，可得 ( ) 0f x  ，

由图象可知，不存在整数点满足条件，

当 0a  时，由 2[ ( )] ( ) 0f x af x  ，可得0 ( )f x a  ，

又
2 4(2)
ln 2 ln 4

f   ，
4(4)
ln 4

f  ，
5(5)
ln 5

f  ，

由 ( )f x 的递增区间为 (e, ) ，所以 (2) (4) (5)f f f  ，

所以要使0 ( )f x a  有三个整数解，则
2 5
ln 2 ln 5

a  ，

所以关于 x的不等式 2[ ( )] ( ) 0( R)f x af x a   有且仅有三个整数解，

则 a的取值范围为
2 5[ , )
ln 2 ln 5

.

故选：C.
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8．C

【详解】令      , 0,g x xf x x    ，

      1g x f x xf x     ，

 g x x C   （C为常数），

   2 2 2 2g f   ，

2 2C    ，则 4C   ，

   4, 0,g x x x      ，

    4 41
g x xf x
x x x


     ，

 1 1 4 3f     ，故 A错；

  4 13 1
3 3

f     ，故 B错；

 4 1 1 0f    ，故 C正确；

  4 16 1
6 3

f    ，故 D错.

故选：C.

9．CD

【分析】利用求导公式及导数的运算法则逐项计算即得.

【详解】对于 A，
1(e ) e ( )

2
x xx x

x
   ，A错误；

对于 B， 2
1(2 log ) 2 ln 2
ln 2

x xx
x

   ，B错误；

由求导公式得 C正确，由商的导数运算法则得 D正确.

故选：CD

10．ABD

【分析】根据图象判断出  f x 的符号，由此确定正确答案.

【详解】根据函数   1y f x  的图象可知，

在区间    , 4 , 0, 4  ，    0,f x f x  单调递增；

在区间    4,0 , 4,  ，    0,f x f x  单调递减.
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所以  f x 有3个极值点、 4x   是  f x 的极大值点、  f x 在  0,4 上单调递增，

0x  是  f x 的极小值点，

所以 ABD选项正确，C选项错误.

故选：ABD

11.ACD

【详解】由题意可得
(1 ) 6 (1 )
(1 ) 6 (1 )
f x g x
f x g x

   
   




，两式相减可得 (1 ) (1 )g x g x     ①，

因为  2g x  为奇函数，所以  g x 关于  2,0 中心对称，

所以 ( ) (4 ) 0g x g x   ②，②式两边对 x求导可得 ( ) (4 )g x g x   ，

结合 (1 ) (1 )g x g x     ，可得： ( ) (2 )g x g x   

所以 (4 ) (2 )g x g x     ，令 4 x t  ，可得： ( ) ( 2)g t g t    ，

所以 ( ) ( 4)g t g t   即 ( ) ( 4)g t g t   ，故 A错，

所以 (1 ) (1 )g x g x C    ,令 0x  ，可得 0C  ,

所以 (1 ) (1 )g x g x   ，

所以 ( )g x 的图象关于 1x  对称，故 B正确；

因为 ( ) 6 ( )f x g x  ，可知 ( )f x 也是周期为 4的周期函数，

即 ( 4) ( )f x f x  ，两边求导可得 ( 4) ( )f x f x   ，所以 (6) (2)f f  ，故 C正确；

( )f x 是周期为 4的周期函数，所以        2021 2023 1 3f f f f   ，

因为 (1 ) (1 )g x g x     ，令 0x  ，则 (1) (1)g g   ，即 (1) 0g  ，

又 ( ) ( 2)g t g t    ，所以 ( 1) (1) 0g g     ，又因为 ( )g x 是周期为 4的周期函数，

则 (3) ( 1) 0g g    ，由 ( ) 6 ( )f x g x  可得
(1) 6 (1) 6
(3) 6 (3) 6
f g
f g

  
   




，

所以 (1) (3) 12f f  ，所以    2021 2023 12f f  ，D正确.

故选：BCD

12．  1,1

【详解】设   3 23 1f x x x    ，设函数  f x 的对称中心为  ,a b ，则     2f a x f a x b    ，
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等式     2f a x f a x b    两边求导得     0f a x f a x     ，即    f a x f a x    ，

所以，函数  f x 的图象关于直线 x a 对称，

因为   23 6f x x x    ，故函数  f x 的图象关于直线 1x  对称，则 1a  ，

因为            3 2 3 21 1 1 3 1 1 1 3 1 1 2f x f x x x x x               ，

所以，函数 3 23 1y x x    的对称中心为  1,1 .

故答案为：  1,1 .

13．
1 ,
e

   

【详解】设    2F x x f x ，则      22F x xf x x f x       2 2x f x f x
x

    
 .

由    2 0f x f x
x

   得   0F x  在  0,  上恒成立.

所以  F x 在  0,  单调递增.

当 0a  ， 1x  时，不等式
   ln ln

ln
ax f ax f x x

x ax
 

 可化为：        2 2ln lnax f ax x f x   ，

所以 lnax x  ln xa
x

 （ 1x  ）.

设   ln xg x
x

 ，则   2

1 ln xg x
x
  .

由   0g x   1 ex  ；由   0g x   ex .

所以  g x 在  1,e 上单调递增，在  e,  上单调递减.

所以    max

ln e 1e
e e

g x g   .

所以
1
e

a  .

所以正实数 a的取值范围是
1
e
,  

.

故答案为：
1
e
,  

14．1

【详解】设直线 l与曲线 exy  相切于  1 1,M x y ，又 exy  ，所以直线 l的斜率为 1exk  ，

则M 处的切线方程为  1 1
1e ex xy x x   ，即  1 1

1e 1 ex xy x x   ；
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直线 l与曲线  23y x  相切于  2 2,N x y ，  2 3y x   ，

可得切线方程为      2
2 2 23 2 3y x x x x     ，

即   2
2 22 3 9y x x x    ，

因为直线 l与两条曲线都相切，所以两条切线相同，

则  1
2e 2 3 0x x   且   1 2

1 21 e 9xx x   ，

则     2
1 2 21 2 3 9x x x     ，即        1 2 2 21 2 3 3 3x x x x      

可得  1 22 1 3x x   ，解得 2 12 1x x  ，

故答案为：1.

15．（1） 极大值为 4；（2）   3
min

2 , 3

,0 3
27

a b a
f x a b a

  
 
   

【详解】（1）由题得    2 23 2 3f x m mx    ，因为函数  f x 在 1x  处取得极小值，

所以      2 21 3 2 3 3 2 0 2f m m m m m           或 1m  ，

当 2m   时，   36 2f x x x   ，        2 26 6 6 1 6 1 1f x x x x x          ，

所以当    , 1 1,x       时，   0f x  ，当  1,1x  时，   0f x  ，

所以函数  f x 在 1x  处取得极小值，符合题意，

所以函数在 1x   处取得极大值为  1 4f   ；

当 1m  时，   33f x x x  ，     23 3 3 1 1f x x x x     ，

所以当    , 1 1,x       时，   0f x  ，当  1,1x  时，   0f x  ，

所以函数  f x 在 1x  处取得极大值，不符合题意；

综上 2m   ，  f x 的极大值为 4.

（2）    26 2 2 3f x x ax x x a    ，

令   0f x  ，解得 0x  或
3
ax  ，
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当 0a  时，则当 0x  或
3
ax  时   0f x  ，当0

3
ax  时   0f x  ，

所以  f x 的单调增区间为  ,0 ， ,
3
a   

 
，单调减区间为 0,

3
a 

 
 

；

若 1
3
a
 ，即 3a  时  f x 在 0,1 上单调递减，

所以  f x 在 0,1 上的最小值为    min
1 2f x f a b    ，

若0 1
3
a

  ，即 0 < < 3a 时，  f x 在 0,
3
a 

 
 

单调递减，在 ,1
3
a 

 
 

单调递增，

所以  f x 在 0,1 的最小值为  
3

min 3 27
a af x b     

 
，

所以   3
min

2 , 3

,0 3
27

a b a
f x a b a

  
 
   

.

16．长为 2m，宽为 1m，高为
3
2
m时，体积最大，最大体积为 3 3m

【分析】设出长方体的宽为 xm，表达出长方体的长和高，从而体积 3 26 9V x x   ，并根据

长宽高均大于 0，求出
30
2

x  ，求导后得到 3 26 9V x x   的单调性和极值，最值情况，并

确定此时的长、宽、高.

【详解】设长方体的宽为 xm，则长方体的长为 2xm，故长方体的高为
18 12 9 3

4 2
x x    

 
m，

由

0
2 0
9 3 0
2

x
x

x


 




  


，解得：
30
2

x  ，

设长方体的体积为V ，

故
3 292 3 6 9

2
V x x x x x        

 
，

30
2

x 

则 218 18V x x    ，

令 218 18 0V x x     ，解得：0 1x  ，

令 218 18 0V x x     ，解得：
31
2

x  ，

故 3 26 9V x x   在0 1x  上单调递增，在
31
2

x  上单调递减，

故 3 26 9V x x   在 1x  处取得极大值，也是最大值，最大值为 6 9 3V     3m ，

此时长为 2 2x  m，宽为 1m，高为
9 33
2 2

x  m.

17．(1)2
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(2)1

(3) 10 14y x  或 4y x 

【分析】（1）根据平均变化率公式，即可求解；

（2）利用导数求的几何意义求切线斜率，利用斜率相等，即可求解；

（3）首先设切点  3
0 0 0, 2 2x x x  ，利用导数的几何意义求切线方程.

【详解】（1）函数  f x 在区间  0,2 上的平均变化率为
   2 0 4 2
2 0 2

f f
 


；

（2）   3 2 2f x x x   ，   23 2f x x   ，  1 1f   ，

  2 kg x x
x

  ，   22 kg x
x

   ，  1 2g k   ，

由题意可知， 2 1k  ，得 1k  ；

（3）  2 6f  ，设切点为  3
0 0 0, 2 2x x x  ，   2

0 03 2f x x   ，

则曲线  y f x 在点  3
0 0 0, 2 2x x x  处的切线方程为      3 2

0 0 0 02 2 3 2y x x x x x      ，切

线过点  2,6 ，

则      3 2
0 0 0 06 2 2 3 2 2x x x x      ，化简为

3 2
0 03 4 0x x   ，

即    2
0 0 02 2 0x x x    ，则    2

0 02 1 0x x   ，

得 0
2x  或 0 1x   ，

当 0
2x  时，切线方程为 10 14y x  ，

当 0 1x   时，切线方程为 4y x  ，

综上可知，切线方程为 10 14y x  或 4y x  .

18．(1)证明见解析

(2)答案见解析

【分析】（1）可求得切点为 (1, 2 )a ，斜率 2k a ，则切线方程为 2y ax ，则恒过原点；

（2）首先求函数  f x 的导数，当 0a  时， ( ) 0f x  和 ( ) 0f x  ，可得  f x 的单调区间；

当 0a  时，令   22 1t x ax x   ，当 0a  时由   22 1t x ax x   的判别式 0  和 0  ，讨

论出函数  f x 的单调区间；当 a<0时，   22 1t x ax x   的判别式 0  ，讨论出函数  f x
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的单调区间.

【详解】（1）由题设得
1( ) 2 1( 0)x ax
x

f x     ，所以 (1) 1 2 1 2f a a     ，

又因为 (1) 1 1 2f a a a     ，所以切点为 (1, 2 )a ，斜率 2k a ，

所以切线方程为 2 2 ( 1)y a a x   ，即 2y ax 恒过原点．

（2）由（1）得
22 1( ) ( 0)ax xf x x
x
    ，

当 0a  时，
1( ) xf x

x
 

 ，

当 (0,1)x 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在(0,1)上单调递增，

当 (1, )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 (1, ) 上单调递减；

当 0a  时，令   22 1t x ax x   ，则 1 8a   ，

当 0a  且 1 8 0a    时，即
1
8

a  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，

当
10
8

a  时， 1 8 0a    ，

由   22 1 0t x ax x    ，则
1 1 80

4
ax

a
 

  ，或
1 1 8

4
ax

a
 

 ，则 ( ) 0f x  ，

所以 ( )f x 在
1 1 80,

4
a

a
  
  
 

上单调递增，在
1 1 8 ,

4
a

a


  
  

 
上单调递增；

由   22 1 0t x ax x    ，则
1 1 8 1 1 8

4 4
a ax

a a
   

  ，则 ( ) 0f x  ，

所以 ( )f x 在
1 1 8 1 1 8,

4 4
a a

a a
    
  
 

上单调递减；

当 a<0时， 1 8 0a    ，则   22 1t x ax x   为开口向下的二次函数，

对称轴
1 0
4

x
a

  ，  0 1t  ，
1 11 1
4 8

t
a a

     
 

，

由   22 1 0t x ax x    ，则
1 1 80

4
ax

a
 

  ，则 ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在
1 1 80,

4
a

a
  
  
 

上

单调递增，

由   22 1 0t x ax x    ，则
1 1 8

4
ax

a
 

 ，则 ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在
1 1 8 ,

4
a

a


  
  

 
上单

调递减；

综上：当 0a  时， ( )f x 在(0,1)上单调递增， ( )f x 在 (1, ) 上单调递减；
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当
1
8

a  时， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增；

当
10
8

a  时， ( )f x 在
1 1 80,

4
a

a
  
  
 

上单调递增，在
1 1 8 ,

4
a

a


  
  

 
上单调递增， ( )f x 在

1 1 8 1 1 8,
4 4

a a
a a

    
  
 

上单调递减；

当 a<0时， ( )f x 在
1 1 8 ,

4
a

a


  
  

 
上单调递减， ( )f x 在

1 1 80,
4

a
a

  
  
 

上单调递增.

19．（1） 1 2
1
2

x x  ；（2）（i）证明见解析；（ii）证明见解析.

【分析】（1）根据给定条件，由 1 2
1 2

12 2 1x x
x x

  求出 21x x .

（2）（i）求出 ( )h x 的导数，确定 1 2,x x 范围，结合极值点偏移构造函数，利用导数证得不等

式.

（ii）利用（i）的结论 1 2 1x x  ，分 21 2x  和 2 2x  两种情况进行求解，当 21 2x  时，

11 2
2
2 2 2x xx x x   ，当 2 2x  时，构造差函数，利用导数推理得到结论.

【详解】（1）函数
1( ) 2f x x
x

  的定义域为 ( ,0) (0, )  ，

对任意的 1 2, ( ,0) (0, )x x     ，且 1 2x x ，有 1 2
1 2

12 2 1x x
x x

  ，

即
2 1

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 1 12 2 2( ) ( )(2 ) 0x xx x x x x x
x x x x x x


          ，因此

1 2

1 2
x x

 ，

所以 1 2
1
2

x x  .

（2）（ i）函数 ( ) lnh x x x  的定义域为 (0, ) ，求导得
1( ) 1h x
x

   ，

当0 1x  时， ( ) 0h x  ；当 1x  时， ( ) 0h x  ，函数 ( )h x 在(0,1)上递减，在 (1, ) 上递增，

min( ) (1) 1h x h  ，由 1 2 2 1( ( ), ( 0))h x h x x x   ，得 1 20 1x x   ，

不等式 1 2 2 2 1
1 1 1

1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( )x x x h x h h x h
x x x

       ，

令函数
1 1 1( ) ( ) ( ) ln ( ln ) 2 ln ,0 1g x h x h x x x x x x
x x x

           ，

求导得
2

2

2 1 1( ) 1 (1 ) 0g x
x x x

       ，函数 ( )g x 在(0,1)上单调递增，
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则 ( ) (1) 0g x g  ，即
1

( ) ( )h x h
x

 ，而 10 1x  ，因此 1
1

1( ) ( )h x h
x ，

所以 1 2 1x x  .

（ii）由（i）知 1 2 1x x  ，当 21 2x  时， 11 2
2
2 2 2x xx x x   ，而 1 1 2 2ln lnx x x x   ，

当 2 2x  时，令 1 1 1 1 1 22 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2( ( ) ln ln ln ln 2 2ln)h x h x x x x x
x x x x

         

2 2 2 2 22 2
2 2

2 2ln ln 2 2 ln 3ln ln 2x x x x x
x x

         ，

令函数 2

2( ) 3ln ln 2, 2x x x x
x

      ，求导得
2

3 3

3 4 ( 2) ( 1)( ) 1 0x xx
x x x

        ，

函数 ( ) x 在 (2, ) 上单调递增，
33 1 e( ) (2) 2 ln 2 ln 0

2 2 16
x      ，

因此 1 2 2 22 2
2 2

2 2( ( ) 3ln ln2 ( ) 0)h x h x x x
x x

       ，即 1 2
2

2)( )(h x h
x

 ，

又 1 2
2

2(0,1), (0,1)x
x

  ，且函数 ( )h x 在(0,1)上单调递减，则
2

1 1 22
2

2 , 2x x x
x

  ，

所以
2

1 2 2x x  .
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